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Прогній П., Шевчук В., Попович П., Розум Р., Буряк М., Папінко А. Математична модель дослідження стійкості 
автопоїздів на гальмівних режимах  
Проаналізовано динаміку гальмування дволанкових автопоїздів. Це пов'язано з тим, що дволанкові автопоїзди набули 
широкого поширення та становлять основу транспортних парків більшості логістичних компаній в Україні й за 
кордоном. Для їх максимально ефективного використання необхідно забезпечити відповідність основним 
експлуатаційним властивостям, що визначають безпеку руху. Покращення експлуатаційних властивостей автопоїздів 
відбувається завдяки всебічному вивченню реальних умов їхнього руху та врахуванню змін, що відбуваються в 
системах транспортних засобів під впливом умов експлуатації. Водночас необхідно надавати великого значення 
змінам, що відбуваються в ходовій та гальмівній системах автопоїздів, адже зміни геометричних характеристик шасі 
автопоїздів безпосередньо впливають на його силові, кінематичні та жорсткісні властивості. А наявність перекосу осей 
автопоїздів зумовлює появу змін характеру розподілу реакцій у місцях контакту шин та опорної поверхні дорожнього 
полотна. У зв'язку з цим відбувається зміна гальмівних характеристик автопоїздів, які безпосередньо залежать від 
характеру взаємодії коліс з опорною поверхнею дорожнього полотна, що може спричинити погіршення стійкості руху 
транспортних засобів. Досліджено дволанкові напівпричепи, які складаються із двовісного тягача та тривісного 
напівпричепа, оснащеного неповоротними осями. Рівняння руху автопоїздів у режимах гальмування, враховуючи кути 
встановлення осей напівпричепів та величину гальмівних сил, що діють на колеса осей причіпної ланки, дозволяють 
визначити кути відхилення коліс автопоїздів та кінематичні параметри, необхідні для розв'язання системи 
диференціальних рівнянь. 
Ключові слова: математична модель, стійкість, гальмування, сідельний автопоїзд, перекошення осей, гальмівні сили. 
 
Prohnii P., Shevchuk V., Popovych P., Rozum R., Buriak M., Papinko A. Mathematical model for researching the 
stability of road trains during braking modes 
The article analyzes the braking dynamics of two-link articulated road trains. This is because two-link road trains have become 
widespread and form the basis of the vehicle fleets of most logistics companies in Ukraine and abroad. For their maximum 
efficient use, it is necessary to ensure compliance with the main operational properties that determine traffic safety. Improvement 
of the operational characteristics of road trains is achieved through a comprehensive study of real operating conditions and 
consideration of changes occurring in vehicle systems under the influence of operating factors. At the same time, significant 
attention must be paid to changes occurring in the running gear and braking systems of road trains, since changes in the geometric 
characteristics of the chassis directly affect their force, kinematic, and stiffness properties. The presence of axle misalignment 
in road trains leads to changes in the distribution of reaction forces at the tire–road contact patches. As a result, the braking 
characteristics of road trains change, which directly depend on the nature of wheel–road interaction and may cause a deterioration 
in vehicle stability. The study investigates two-link semi-trailer combinations consisting of a two-axle tractor and a three-axle 
semi-trailer equipped with non-steering axles. The equations of motion for the road train during braking modes, which consider 
the axle installation angles of the semi-trailer and the magnitude of braking forces acting on the wheels of the trailer unit, enable 
the determination of wheel deviation angles and kinematic parameters essential for solving the system of differential equations. 
Keywords: mathematical model, stability, braking, truck-trailer combination, axle misalignment, braking forces. 
 

Постановка проблеми. Дволанкові сідельні 
автопоїзди отримали значне поширення та станов-
лять основу транспортних парків більшості логіс-
тичних компаній України та зарубіжжя. Для їхнього 
використання із максимальною ефективністю 

необхідно забезпечити дотримання ними основних 
експлуатаційних властивостей, що визначають 
безпеку руху. Для цього потрібно всебічно 
дослідити реальні умови їхнього руху та врахувати 
зміни, що виникають у системах транспортного 
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засобу під впливом умов експлуатації. При цьому 
важливе значення необхідно приділити змінам, які 
виникають у ходовій та гальмівній системах 
автомобільного поїзда. Відомо [1; 2-4; 5-8; 10-12], 
що вплив експлуатаційних факторів може спричи-
нити порушення оптимальних характеристик 
регулювання та розташування гальмівних сил як по 
осях, так і по бортах автопоїздів, що негативно 
впливає на його гальмівну динаміку. А зміни 
геометричних характеристик ходової частини авто-
поїздів безпосередньо впливають на її силові, 
кінематичні та жорсткісні властивості. Адже наяв-
ність перекосу в осях ланок автопоїздів провокує 
зміни в характері розподілу реакцій у місцях 
контакту шин та опорної поверхні. У зв’язку з чим 
змінюються гальмівні характеристики автопоїздів, 
які безпосередньо залежать від характеру взаємодії 
коліс з опорною поверхнею, що може спричинити 
погіршення стійкості його руху.  

 
Аналіз останніх досліджень і публікацій. 

Аналіз наукових досліджень [2; 4] дозволив 
з’ясувати, що основними причинами порушення 
працездатності вантажних транспортних засобів є 
відмови у гальмівній та ходовій системах. Зокрема 
у роботі [10] на основі аналізу технічного стану 
парку автопоїздів автори з’ясували, що близько 
80 % тягачів та 90 % напівпричепів мають пору-
шення геометрії ходової частини, що є причиною 
надмірного зношення їхніх шин та погіршення 
паливної економічності транспортних засобів. 
Невирішеним залишається питання прогнозування 
курсової стійкості автопоїзда із порушенням 
геометрії встановлення осей напівпричепа. 

 
Постановка завдання. Актуальність та 

важливість даної проблеми обумовлює мету роботи, 
яка полягає в побудові математичної моделі сідель-
них автопоїздів із врахуванням кутів розміщення 
осей напівпричепа, а також характеру розподілення 
гальмівних сил щодо коліс їх бортів. З огляду на це, 
виникає завдання щодо прогнозування курсової 
стійкості руху автопоїзда із порушенням геометрії 
встановлення осей напівпричепа та порушенням 
оптимальних показників розподілу гальмівних сил. 

 
Виклад основного матеріалу. Розглянемо 

дволанкові сідельні автопоїзди, що містять дво-
вісний автомобіль-тягач і тривісний напівпричеп, 
обладнаний неповоротними осями. Розрахункову 
схему таких автопоїздів наведено на рис.  

Під технічною стійкістю у процесі гальму-
вання приймається забезпечення процесу гальму-
вання автопоїздів до повної їх зупинки, за умови 
дотримання безпечних режимів.  

 

 
 

Рис. Розрахункова схема дволанкового сідельного 
автопоїзда 

Fig. Calculation scheme for a two-unit road train 
 

За аналогією із [9; 13] введемо такі позна-
чення:  

Oxyz – інерційна система координат; 
m, С, І – маса, центр мас і центральний 

момент інерції ведучої ланки відносно вертикальної 
осі, що проходить через центр мас (точка С); 

m1, C1, I1 – маса, центр мас і центральний 
момент інерції ведучої ланки відносно вертикальної 
осі, що проходить через центр мас (точка С1); 

x, y – абсциса і ордината точки С в системі 
координат Oxyz; 

ϑ, ϑ1 – курсові кути відповідних ланок 
автопоїздів; 

ω, ω1 – величина кутових швидкостей ланок 
автопоїздів; 

θ – значення кута повороту керованих коліс;  =  ̇ cos +  sın ̇ ,  = − ̇ sin +  ̇cos  – 
проєкції швидкості точки С на поздовжню та 
поперечну осі ведучої ланки відповідно; 

ν1, u1 – значення поздовжньої та поперечної 
проєкцій вектора швидкості центра мас 
напівпричепа; 

Мс1, Мс2  – значення моментів опору повороту 
ланок автопоїздів; 

Xαβ, Yαβ – величина поздовжніх та поперечних 
реакцій, що діють на колеса осей відповідних ланок 
автопоїздів; 

φ – величина кута складання ланок 
автопоїздів; 

βi – значення кута перекосу і-ої осі; 
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kpi – коефіцієнт нерівномірності гальмівних 
сил і-ої осі лівого борту автопоїзда; 

k′pi – коефіцієнт нерівномірності гальмівних 
сил і-ої осі правого борту автопоїзда; 

J – момент інерції автомобіля-тягача відносно 
осі O1z0; 

J1 – момент інерції напівпричепа відносно осі 
O1z0; 

L – база автомобіля-тягача; 
Lпр – база напівпричепа; 
а – відстань від передньої осі до центра мас 

автомобіля-тягача;  
b – відстань від задньої осі до центра мас 

автомобіля-тягача;  
ls – відстань від задньої осі автомобіля-тягача 

до точки зчіпки з напівпричепом;  
с – відстань від центра мас автомобіля-тягача 

до точки зчіпки з напівпричепом;  
а1 – відстань від точки зчіпки до центра мас 

напівпричепа;  
b1 – відстань від передньої осі до центра мас 

напівпричепа;  
b2 – відстань від середньої осі до центра мас 

напівпричепа; 

b3 – відстань від задньої осі до центра мас 
напівпричепа;  

a = AC, b = CB1, ls = O1B1, с = O1C, a1 = O1C1, 
b1 = C1B21, b2 = C1B22, b3 = C1B23, p = DE, p′ = D′E′, 
n1 = AD, n′1 = AD′, n2 = B1H, n′2 = B1H′, n3 = B21H1, 
n′3 = B21H1′, n4 = B22H2, n′4 = B22H2′, n5 = B23H3,  
n′5 = B23H3′, L1 = a1 + b1, L2 = a1 + b2, L3 = a1 + b3 – 
геометричні параметри автопоїзда. 

Використовуючи метод перетинів, складемо 
диференціальні рівняння руху автопоїздів на галь-
мівних режимах із врахуванням кутів встановлення 
осей напівпричепа та величини гальмівних сил, що 
діють на колеса осей причіпної ланки. Скориста-
ємося методикою, наведеною в роботі [14]. Умовно 
розділимо автомобільний поїзд на окремі ланки, 
ввівши горизонтальні зусилля Px та Py і вертикальне 
навантаження Рz в опорно-зчіпному пристрої. 

Відповідно до принципу д’Аламбера, сис-
теми активних сил, сил реакцій та сил інерції, які 
діють на ланки автопоїзда, однакові. Рівняння плос-
копаралельного руху для окремих ланок автопоїзда 
запишемо у вигляді: 

 
для автомобіля-тягача:  ( ̇ −   ) −   cos −    cos  −   sin −    sin  −−(  +    ) cos  − (  +    ) sin  +   = 0 ; ( ̇ −   ) +   cos +    cos  −  sin  −    sin  −−(  +    ) sin  +(  +    ) cos  +  = 0 ;  ̇ = (−  sin  +   cos )( −  sin ) + (−   sin  +    cos ′)( −  sin ′) ++(  cos +   sin )(  +  cos ) − (   cos  +    sin  )(  +  cos  ) −−  (  −  sin  ) −    (  +  sin  ) − (  +  ′ ) cos  −    −   .

 (1) 

для напівпричепа:   (  ̇ −     ) − (   +     ) cos  + (   +     ) sin  − (   +     ) cos   ++(   +     ) sin   −(   +     ) cos   + (   +     ) sin   −  cos  +   sin  = 0 ;  (  ̇ −     ) − (   +     ) sin   +(   +     ) cos   −(   +     ) sin   ++(   +     ) cos   −(   +     ) sin   +(   +     ) cos   −  sin  +   cos  = 0;    ̇ =    (  −   sin   ) −     (  +   sin   ) − (   +  ′  )  cos   ++   (  −   sin   ) −     (  +   sin   ) − (   +  ′  )  cos   ++   (  −   sin   ) −     (  +   sin   ) − (   +     )  cos  −−   sin +   cos    −   .
 (2) 

Окремі змінні у системах рівнянь (1) та (2) 
визначені у такий спосіб: 

Поздовжня і бічна проєкції швидкості центра 
мас автомобіля-тягача та його абсолютна кутова 
швидкість:  =  ̇ cos +  ̇ sin ; = − ̇ sin +  ̇ cos ; =  ̇.    (3) 

Швидкість центра мас напівпричепа, 
поздовжня і бічна проєкції швидкості центра мас 

напівпричепа, його абсолютна кутова швидкість та 
кутове прискорення:    =     +     ;  =   ̇ cos  +   ̇ sin  ;  = −  ̇ sin  +   ̇ cos  ;  =   ̇ =  −  ̇; ̇ =  ̇ −  ̈.               (4) 

Виразимо швидкість точки зчіпки ланок авто-
поїзда відносно автомобіля-тягача та напівпричепа, 
отримаємо: 
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  =   +  ∙    =    +   ( −  ) ==   [ cos − ( −   ) sin ] +   [ sin + ( −   ) cos ];   =    +   ∙     =     +   (  −     ),  

тоді поздовжню і бічну проєкції швидкості центра 
мас напівпричепа можемо записати у вигляді: 
   =  cos − ( −   ) sin ;  =  sin + ( −   ) cos −     .  (5) 

Координати характерних точок автопоїзда 
(рис. 1) визначимо із рівнянь: 

Для автомобіля-тягача:   =  +  cos ;    =  −  cos ;  =  +  sin ;    =  −  sin .        (6) 

 
Для напівпричепа:    =  −  cos ;    =    −   cos( −  ) ;     =    −   cos( −  ) ;   =  −  sin ;    =    −   sin( −  );     =    −   sin( −  ).   (7) 

Сили взаємодії між автомобілем-тягачем та напівпричепом у горизонтальній площині визначимо із 
рівнянь:   = −  [ ̇ −   −   ̇      +    +          ] −−(   +     )(   (  −  )) + (   +     )(   (  +  )) −−(   +     )(   (  −  )) + (   +     )(   (  +  )) −−(   +     )(   (  −  )) + (   +     )(   (  +  ));    (8) 

  =   [ ̇ −   −   ̇      −  ̇ −          ] −−(   +     ) (   (  +  ))− (   +     )(   (  +  )) −−(   +     )(   (  +  )) + (   +     )(   (  +  )) −−(   +     )(   (  +  )) + (   +     )(   (  +  )).    (9) 

 
На основі спільного вирішення рівнянь (8), 

(9) та системи рівнянь (1), (2), на основі ряду 
перетворень, та з урахуванням (3), (5), (6), (7), 
отримаємо систему диференціальних рівнянь, що 
описують рух ланок дволанкового сідельного 
автопоїзда у гальмівному режимі, з урахуванням 

кутів встановлення осей причіпної ланки. Для 
отримання можливості оцінки впливу регулювання 
гальмівних сил по осях та бортах транспортного 
засобу в процесі проведення обчислень, додатково 
введемо в рівняння коефіцієнти нерівномірності kрi 
гальмівних сил. Отримаємо рівняння: 

 
• по змінній ν  1 = −( +   ) ̇ +      ̇     −     ̈     + ( +   )  −−    ( +       ) −     ̇     + 2      ̇     −−         −             −       −         −       +              −−(  +    )      −          (  −  ) −            (  −  ) ++      (  +  ) +  ′     (  +  ) −          (  −  ) −−           (  −  ) +       (  +  ) +  ′     (  +  ) −−         (  −  ) −            (  −  ) +       (  +  ) +  ′     (  +  );

 
• по змінній u  2 = −( +   ) ̇ +    ̇( +       ) −     ̈     − ( +   )  ++          +      ̇     − 2      ̇     +       +         −−         −             −       +              + (  +    )      −−         (  −  ) −            (  −  ) −       (  −  ) −  ′     (  −  ) −−         (  +  ) −            (  +  ) −       (  −  ) −  ′     (  −  ) −−         (  +  ) −            (  +  ) −       (  −  ) −  ′     (  −  );
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• по змінній ω   3 = −[ +   ( +   cos )] ̇ +     ̇ −      ̈ cos +      −       sin −−      ̇ sin − 2       ̇ sin +  −     sin +        ( −  sin ) ++ −       sin   +          ( +  sin   ) +           +   sin  (  +      ) −−             +    sin   (  +       ) −      (  −  sin   ) −        (  +  sin  ) −−(  +    ) cos  −   −         +          (sin(  +  )) −  (   +     ) ×× (   (  −  )) −         +          (sin(  +  )) −  (   +     )(   (  −  ))−        +          (sin(  +  )) −  (   +     )(   (  −  )); −
 

• по змінній φ  4 = (  +     ) −̈ [  +    (  +      )] ̇ +      ̇ sin −     ̇ cos ++      cos +       sin −       sin −−       +          (   (  −  ))(      ) + (   +     )(   (  +  ))(      ) −−       +          (   (  −  ))(      ) + (   +     )(   (  +  ))(      ) −−       +          (   (  −  ))(      ) + (   +     )(   (  +  ))(      ) −−       +          (sin(  +  ))(      ) − (   +     )(   (  −  ))(      ) −−       +          (   (  +  ))(      ) − (   +     )(   (  −  ))(      ) −−       +          (   (  +  ))(      ) − (   +     )(   (  −  ))(      ) ++      (  −   sin  ) −         (  +   sin  ) − (   +     )  cos  ++      (  −   sin  ) −         (  +   sin  ) − (   +     )  cos  ++      (  −   sin  ) −         (  +   sin  ) − (   +     )  cos  −   .

  (10) 

Система рівнянь (10) охоплює поздовжні та 
бічні реакції дороги на колеса осей автопоїзда. 
Напрям та характер поздовжніх реакцій Xαβ 
відповідають гальмівному режиму. Значний вплив 
на величину та напрям бічних реакцій Yαβ має 

прийнята модель деформації пневматичного колеса 
в бічному напрямку. За аналогією із [13] для опису 
взаємодії колеса з опорною поверхнею 
використаємо теорію нелінійного відведення Д. А. 
Антонова: 

  =       =        ,   =       =     ,   =             ,     ,                   (11) 

 
де kyoe – екстремальне значення коефіцієнта опору 
відведення kyо (при δ = 0) залежно від величини 
вертикального навантаження на колесо kyо = f(Z); q – 
коефіцієнт корекції зв’язку між бічною силою і 
кутом відведення; kТ – коефіцієнт, що враховує 
зміну коефіцієнта опору відведенню залежно від 
гальмівної сили, що діє на колесо; qN – коефіцієнт, 
що враховує зміну коефіцієнта kТ залежно від 
величини нормальної реакції опорної поверхні на 
колесо; qμ – коефіцієнт, що враховує зміну 
коефіцієнта kТ залежно від коефіцієнта зчеплення 
колеса з опорною поверхнею; Z – нормальна реакція 
опорної поверхні на колеса автопоїзда; X – 
гальмівна сила на колесах осей автопоїзда. 

За аналогією з [14] приведені кути бічного 
відведення осей автопоїзда визначимо із рівнянь: 

  ( −   ) = (  )  (  )  =      ;    =  (   )  (   )  =       ;    =  (    )  (    )  =           ;    =  (    )  (    )  =           ;    =  (    )  (    )  =           .
  (12) 

Звідси отримаємо рівняння для визначення 
кутів відведення коліс автомобіля-тягача:   =  −          (       )  ̇        (        )  ̇      ; ′ =  ′−          (        )   ̇         (         )  ̇        ;  = −  −          (         )   ̇                    ̇        ; ′ = −  −          (          )   ̇                      ̇         .

(13) 
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Рівняння для визначення кутів відведення коліс осей напівпричепа відповідно матимуть вигляд:   = −  −            (          )   ̇                      ̇        ; ′ = −  −                            ̇                        ̇         ;  = −  −            (          )   ̇                      ̇        ; ′ = −  −                            ̇                        ̇         ;  = −  −            (          )   ̇                      ̇        ; ′ = −  −                            ̇                        ̇         .
               (14) 

Рівняння (13) та (14), з урахуванням (11), 
використаємо для розв’язку системи рівнянь (10) у 
процесі чисельних досліджень. 

 
Висновки. На основі проведеного досліджен-

ня отримано математичну модель, яка описує рух 
дволанкових сідельних автопоїздів на гальмівних 
режимах. Розроблена модель дозволяє враховувати 
вплив кутів розміщення осей причіпної ланки, а 
також характер розподілу гальмівних сил як по осях, 
так і по бортах причіпної ланки на процес гальму-
вання автопоїздів. За допомогою методу перетинів 
розроблено системи дифрівнянь, що дозволяють опи-
сати дволанкові сідельні автопоїзди на гальмівних ре-
жимах у горизонтальній площині. Визначено рівняння 
для розрахунку кутів відведення коліс автопоїзда та 
рівняння для визначення кінематичних параметрів, 
необхідних для проведення чисельних досліджень. 
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